
DERIVATE DI ORDINE SUPERIORE AL PRIMO

Es: 

2

1)(''

0,1)('

0),lg()(

x
xf

x
x

xf

xxxf







If : , I intervallo, Ix 0

 Ixf :)('

0

0 )(')('
lim:)(''

0 xx
xfxf

xf
xx 




 derivata seconda di f in 0x

)(),(),( 0
2

0
2

02

2

xfdxfDx
dx

fd

Funzione derivata II: è una funzione che ha come domino il sottoinsieme di I in cui è definita la de-
rivata II e come valore il corrispettivo valore della derivata seconda.

 Iffff n :,,'',', )1( , I intervallo, Ix 0

Derivata n-esima di f in 0x

0

0
)1()1( )()(

lim
0 xx

xfxf nn

xx 
 



Es: x

Funzione che per ogni n  e per ogni x  è derivabile e la sua derivata dà sempre f(x).

Es:

0)(
6)('''

46)(''
643)('

562)(

)(

2

23










xf
xf

xxf
xxxf

xxxxf

IV

x  Polinomio di grado n la cui derivata è sempre di grado inferiore.

0)()()( )()()(  xfxfxf nVIV , n , x +
La derivata (n+1)-esima è 0 e le derivate successive sono tutte nulle.
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Es: 

)cos()(
)()('''
)cos()(''

)()('
)cos()(

)( xxf
xsenxf
xxf

xsenxf
xxf

IV 







x

)()(
)cos()('''

)()(''
)cos()('
)()(

)( xsenxg
xxg

xsenxg
xxg
xsenxg

IV 







x














 0,,12),()1(
,2),cos()1()cos(

)cos()(

1 hhhnxsen
xhnx

dx
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xxf

n

n

n

n














0,,2),()1(
,12),cos()1()(

)()(

hhhnxsen
xhnx

dx
xsend

xsenxg

n

n

n

n

2
)cosh(

xx eex


  funzione coseno iperbolico, x , funzione pari: )()( xfxf 

2
)(

xx eexsenh


  funzione seno iperbolico, x , funzione dispari: )()( xfxf 



 




 
















parinxsenh
xdisparinx

xsenh
dx
d

parinx
xdisparinxsenh

x
dx
d

xeexsenh
dx
dx

dx
d

xsenheex
dx
d

n

n

n

n

xx

xx

_),(
,_),cosh(

)(

_),cosh(
,_),(

)cosh(

)cosh(
2

)()cosh(

)(
2

)cosh(

2

2

0,0)(''
0,1
0,1

)sgn()('

0,,)(













xxf
x
x

xxf

xxxxf

CLASSI DI FUNZIONI
Funzioni continue f per le quali esiste una derivata fI  che hanno derivata I e f’ continua.
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f derivabili
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  IfIC k ,),()(  derivabili k volte e )()( xf k è continua in I   k

Proprietà
Se 0k  ),()0( IC  insieme delle funzioni continue in I a valori in  . La classe delle funzioni
continue (es. xex , ).
Se 1k ),()1( IC  insieme delle funzioni derivabili in I, tali che )(' xf  è continua in I.
Se 2k ),()2( IC  insieme delle funzioni derivabili 2 volte in I e tali che la seconda derivata in x
è continua in I.

f continua, derivabile
f’ continua, derivabile
f’’ continua

Nella classe mettiamo sempre il domino, perché è fondamentale.

Es:    0,,;0)lg(  kCx k

polinomi,   0,;)(),cosh(),(),cos(,  kCxsenhxxsenxe kx

 
     



;0;,;;0

;0

kk CxCx

Cx














0

)(

)()1()2()1()0(

);();(

,);();();();();(

k

k

nn

ICIC

nICICICICIC

Insieme delle funzioni definite in I assieme alle derivate di ogni ordine.

Problema di approssimare f(x) con un polinomio di grado n  0xx .

0)()()(lim)))((')(()(lim)()(lim 0
0

0

0

000

0 000
























xf

xx
xfxf

xx
xxxfxfxf

xx
xyxf

xxxxxx

Non è solo che )(xy  tende a )( 0xf  per 0xx , ma )(xy  tende a )(xf , per 0xx , più rapida-
mente di 0xx  : questa retta è la migliore approssimazione lineare del nostro grafico.
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0x

)( 0xf

))((')()( 000 xxxfxfxy 
retta tangente al grafico.



 

0)()(lim)()(lim

0)()(lim
)()()(

0

0

0

00

00

0

























m
xx

xfxf
xx

xymxf

xymxf
xxmxfxym

xxxx

xx

)(' 0xfm   in tutti gli altri casi il limite è un valore diverso da 0.

La retta tangente è quella che approssima meglio di tutte le altre il grafico, perché la tangente è quel-
la che soddisfa il limite.

)(xy è un polinomio )(C

)(')('
)(')('
)()(

00

0

00

xfxy
xfxy
xfxy





DEFINIZIONE DI POLINOMIO DI TAYLOR DI F DI GRADO MINORE O
UGUALE A n E PUNTO INIZIALE X0I

If :  derivabile n volte in Ix 0 .





n

k

k
k xxa

0
0 )(

)(
0, xT xn  è il polinomio somma in k da 0 a n di ka  per kxx )( 0  che soddisfa

)()(,),(')('),()( 0
)()(

,00,0, 000
xfxTxfxTxfxT nn

xnxnoxn 

000,

0
2

02010,

)()(

)()()()(

0

0

axfxT

xxaxxaxxaaxT

xn

n
nxn





perché )( 001 xxa   e tutti gli na  si annullano tranne 0a .

)(')('

)()(3)(2)('

010,

1
0

2
03021,

0

0

xfaxT

xxnaxxaxxaaxT

xn

n
nxn



 

da ricordare che la derivata di   10  xx

!
)(

)(123)1()(
!3

)('''
)('''!3)('''

2
)(''

)(''2)(''

)()1()(62)(''

0
)(

0
)(

0
)(

,

0
3

030,

0
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020,

2
0

2
032,

0

0
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0

n
xfa

xfnnxT

xf
a

xfaxT

xf
a

xfaxT

xxnnaxxaaxT

n

n

nn
xn

xn

xn

n
nxn













 
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Polinomio univocamente determinato dalla richiesta che il polinomio soddisfi la proprietà e che ab-
bia questa forma.

n
n

n

k

k
kxn

xx
n

xf

xxxfxxxfxxxfxfxxaxT

)(
!

)(

...)(
!3

)(''')(
!2

)(''))((')()()(

0
0

)(

3
0

02
0

0
00

0
00, 0






Abbiamo n+1 parametri, cioè abbiamo n+1 coefficienti del polinomio naa ,,0

Osservazione: esiste un unico polinomio di Taylor di grado n  e punto iniziale 0x

Esempio:
xexf )(   00 x    x

n

xn

e
dx

ed















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

n

k
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x
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k
x

n
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n
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0
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2

0
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0
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1
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1

!
)( 0

k
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a
k

k   se prendiamo un 0x qualunque

     k
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x

k
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exxexxeexT

k
e

a

0
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00, !2
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!
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



Esempio:

)cosh()( xxf     





parinx
disparinx

dx
xd

n

n

_),cosh(
_),sinh()cosh(

0
2

)0(

1
2

11
2

)0cosh(

_,)(
!

)cosh(

_,)(
!

)(

)(
!3
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))(()cosh()(
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00

0
0

0
0

3
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0
000, 0


































eesenh

ee

parinxx
n

x

disparinxx
n

xsenh

xx
xsenh
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x

xxxsenhxxT

n

n

xn

Osservazione: se )(xf  è pari, il polinomio di Taylor di punto iniziale 00 x
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h

xxxxT
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)!2(!42
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







FORMULA DI TAYLOR ),()(  ICf k

Per approssimare )(xf  con un polinomio   Ixxx  00 ,

0)()(lim

)(')('
)()(

))((')()(
1

0

00

00

000

0











 xx
xyxf

xfxy
xfxy

xxxfxfxy
k

xx

POLINOMIO DI TAYLOR
F derivabile n volte in 0x  (questo significa che )1(,...,'',' nfff  esistono in un intervallo centrato in

0x  e esiste )(
)()(

lim 0
)(

0

0
)1()1(

xf
xx

xfxf n
nn

x



 


)

 k
n

k

k

xn xx
k

xf
xT 0

0

0
)(

, !
)(

)(
0




 cioè il polinomio di Taylor è l’unico polinomio di grado  n  tale

che

)()(

)(')('

)()(

0
)(

0
)(

,

00,

00,

0

0

0

xfxT

xfxT

xfxT

nn
xn

xn

xn







DIMOSTRARE CHE IL POLINOMIO DI TAYLOR (n) È L’UNICO POLINO-
MIO CHE APPROSSIMA f(x) ALL’ORDINE n

0
)(

)()(
lim

0

, 0

0





 n

xn

xx xx
xTxf

SIMBOLI DI LANDAU

  xgoxf )(    0xx

se 0
)(
)(lim

0


 xg

xf
xx
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Esempio:  

0lim

)(
0,)(







 xx

x

e
x

exg
xxf



 

     


x
eox x )(




  xe  è un infinito di ordine superiore a     ,xx

Esempio:  
0)cos(1lim

)(
)cos(1)(

0






 x
x

xxg
xxf

x

     0
)()cos(1




x
xox

0
0

  )cos(1 x  è un infinitesimo di ordine superiore a x  0x  cioè va a 0 più rapidamente di x.

Esempio:  
0)lg(lim

0,)(
)lg()(







 

 

x
x
xxg

xxf

x

     


x
xox )()lg( 

)lg(x è un infinito di ordine inferiore a  xx

Possiamo quindi riscrivere il polinomio di Taylor con i simboli di Landau.

Teorema (formula di Taylor con il resto di Peano)
If : , I intervallo, Ix 0 , f derivabile n volte in 0x

Allora:
  
  n

xn

n
xn

xxoxTxf

xxoxTxf

0,

0,

)()(

)()(

0

0




     0xx

Dimostrazione:
1n

)())((')()( 0000 xxoxxxfxfxf    )( 0xx
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0,1 xT x

 
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0
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
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0
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0
0

000 )()(
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))((')()( xxoxx
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xxxfxfxf      0xx
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0,2 xT x
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Applichiamo de l’Hôpital
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0
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xfxf
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H







 abbiamo ottenuto l’analogo di  1n : si tratta del rapporto incrementale

delle derivate seconde che darà )('' xf

Se n è qualunque
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Applichiamo de l’Hôpital n volte fino ad ottenere:
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Esempio: 
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n
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

STIMA QUANTITATIVA DELL’ERRORE
Teorema (formula di Taylor con resto di Lagrange)

)(
),;(

0,

0
)1(

xT
IxICf

xn

n  

cIx  , intermedio a x e 0x  tale che

1
0
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)!1(
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
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xn xx
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0,0 0
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xfxf

xfxT
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x






Si ottiene semplicemente il teorema del valor medio di Lagrange, il teorema della formula di Taylor
con resto di Lagrange è la sua generalizzazione a un ordine qualunque.
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L’errore 
1
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
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

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



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L’errore è 
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8
1

6
3

2
1
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




  cioè lo commettiamo sui decimali.
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6
1

8
13

2
1

3
3

0,3 
















T

n

L’errore è
128
1

16
1

24
3

2
1

!4
3 4







  cioè lo commettiamo sui centesimi.

4n

L’errore è 
1280

1
32
1

60
3

2
1

!5
3 5









APPLICAZIONE DELLA FORMULA DI TAYLOR ALLA SOLUZIONE DI
FORMULE INDETERMINATE (LIMITI)

SIMBOLI DI LANDAU

  xgoxf )(     0xx    0
)(
)(lim

0


 xg

xf
xx

Equivalenza: )()( xgxf     0xx    1
)(
)(lim

0


 xg

xf
xx
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Es: xe
x

e x
x

x





111lim
0

    0xx

Es: xxsen
x

xsen
x




)(1)(lim
0

 0xx

1. Proprietà fondamentale (a cosa serve l’equivalenza):

)(
)(

lim
)(
)(

lim

)()(
)()(

2

2

1

1

21

21

00 xg
xf

xg
xf
xgxg
xfxf

xxxx 





 0xx

xxsen
xe

x
x

xsen
e

x

x

x

x









)(
1

1lim
)(
1lim

00

 0xx

L’uso dell’equivalenza serve nello studio del limite a sostituire a espressioni complicate espressioni
più semplici equivalenti.

2. Passaggio dagli o-piccoli alle equivalenze:
))(()()( xgoxgxf    0xx  )()( xgxf     0xx

Es: 

xe
xoxe

xoxe

x

x

x







1
)(1

)(1
  

)0(
)0(
)( 0





x
x

xx

Es: 
xxsen

xsenxT
xoxxsen






)(
)0cos()0()(

)()(

1    
)0(

)0(





x

x

Esercizio: calcolare la formula di Taylor a ordine n )0( 0 x  )(),(),cos( xsenhxsenx

)cosh()cos(
)()cos(lim

0 xx
xsenxe x

x 



 verificare  se  si  tratta  o  meno  di  una  forma  indeterminata  del  tipo

0
0

11
011





)()(
)(1)cos(
)(1

xoxxsen
xox
xoxe x





)0( x

Se proviamo a semplificare si ottiene 0, non basta, il primo ordine non è sufficiente, allora calcolia-
mo fino al secondo ordine.
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)()(

)(
2

1)cos(

)(
2

1

2

2
2

2
2

xoxxsen

xoxx

xoxxe x







Ora non tutto quello che abbiamo scritto si semplificherà, quindi basta il second’ordine.

 

)()()(
2

1)(
2

1

)()(0
2

1)(
2

1)()cos(

2222
2

2
2

22
2

2
2

xoxxoxxoxxoxx

xoxxxxoxxxsenxe x













o-piccolo è solo una notazione generica per intendere l’errore: gli o-piccoli non si semplificano con
altri o-piccoli;

0
5

)(lim0)(lim

)()(5

2020

22





 x
xf

x
xf

xoxo

xx

Quando però abbiamo più o-piccoli, vale sempre l’o-piccolo di ordine inferiore.

)()(
)()()(

223

232

xoxox
xoxoxo




  )0( x

perché 0lim
2

3

0


 x
x

x

)()()cos( 22 xoxxsenxe x     )0( x
2)()cos( xxsenxe x  )0( x

Denominatore:

2

222
2

2
2

2
2

2
2

)cosh()cos(

)()(
2

1)(
2

1)cosh()cos(

)(
2

1)cosh(

)(
2

1)cos(

xxx

xoxxoxxoxxx

xoxx

xoxx









)0( x

1lim
2

2

0





 x
x

x

Es: 
   

0
0

01
01

)()cos(
)()(lim

20









 xsenx
xsenhxxsene x

x
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)1()(
)1(1
)1(1

oxsen
oe
oe

x

x






0
1

)(lim)0(

0
1

1lim)0(

0

0












xsenx

ex

x

x

x

)(
1)(

)1(1)1()1(1)(

xsenhx
xsene

oooxsene
x

x






0x

6
)(

)(
6

)(
6

)(

)(
6

)(

...
!56

)(

3

3
3

3
3

3
3

53

xxsenhx

xoxxoxxxxsenhx

xoxxxsenh

xxxxsenh

















 0x

1)cos()1(1)cos(1)cos(lim
0




xoxx
x   0x

0
1

1)cos(lim
0






x
x

 
2

12
1253

)(
)!12(

1...
!56

)()0(

xy

yo
k
yyyyyseny k

k
k






 


Nello sviluppo già noto della funzione sostituiamo 2x
      

yysen
yoyysen

xo
k

xxxxxsen k
k

k












)(
)()(

)!12(
)1(...

!56
)( 122

122526
22

)0( y

22

222

)(
)()(

xxsen
xoxxsen




 )0( x






















x

x

x

xx 6
1lim

1
6

1
lim

02

3

0

Esercizio:

    11cos
)()cos(lim 320 


 x

x

x ex
xsenxe

  
  11

1)cos()(lim 20 


 xx

x

x ee
xxsene
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RISOLUZIONE DI LIMITI CON IL POLINOMIO DI TAYLOR
 

  

   

 
     

 

 

 

2
)cosh(

6
)(

2
1)cosh(

2
1)cos(

6!3
0

)0cos(
!2

)0(
)0())(0cos(0

!3
)('''

!2
)(

)(''))((')()(

2
1

!

)()()(

)()()(
!

)()(

2
3

2
2

3
2

0

3
3

3
32

0

30
0

0
0000

0

0

0

2
2

0

0

0

0
0

)(

xx

x

x

n

k

n
k

x

x

nn

n
n

nn

n

k

k
k

n

eex

xoxxxsenh

xoxx

xoxx

xo
x

xxo
xx

senxx

xo
xx

xf
xx

xfxxxfxfxsen

xoxxxo
k
xe

xRxTxf
xxoR

xTxfxR
k
xx

xfxT



















































 
 

 
 2

2

2

2
2

3

22

3

0

2
1)cos(

3)3(
2

931

1

1)cos(
)3(lim

2
)(

21

2

xoxx

xoxxsen

xoxxe

xoxe

x
xseneeL

eexsenh

x

x

xx

x

xx





















Con quale grado decidiamo di approssimare? Si tratta di una decisione più o meno arbitraria, gene-
ralmente approssimiamo fino al secondo ordine, in modo tale che l’equazione si semplifichi parec-
chio, ma non del tutto.

     

 

 

 
 
  77

2

2
92

1
2

1

3
2

9311
22

22

2
2

2
22

2
2

22
2

22

















xox
xox

xo
x

xoxx

xo
x

xoxxoxxxox
L
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 
 

4
1

)lg(21)(lg2)lg(21

)lg(1
2

)(lg)lg(1

)lg(21
)lg(1

lg)(lg2)lg(21
lg)(lg)lg(1

1

01
)lg()lg(

)lg(21
)lg(1lim

22

22

2

2222)lg(22

2222)lg(

0

)lg(

20

























 

xxxxxx

xxxxxx

xxx
xxxL

xxoxxxxex
xxoxxxxex

e
x

xxx

xxx
xxx

x

x

xxx

xxx

x

xx

x

x

x



Es: 










)7lg(exp1lim 20

xsen
xx

L
x



A. L
B. non esiste
C. 0L
D. altro

0
1









0
0exp

 

 

  0)1(7lgexp)(7lgexp

)0()(7lgexp

)7lg(exp7lgexp7lgexp)7lg(exp

7lg)7lg(

)()()(

7lg

)0(

)0(







 
























































xo
x
xo

xxox
x

xsen
x

x
x

xsen
x

xxsen

yoyysenyysen

xy

y

x










Funzione che tende a 0 per x che tende a 0; ma siccome 1)0exp(  , tende a 1.

  


7lgexp1lim
20


xx

Nel caso di prodotti oppure composizioni di funzioni è sufficiente considerare il primo termine del-
lo sviluppo di Taylor delle funzioni coinvolte.

)1()( oxf    0xx   0)(lim
0




xf
xx

  xf
xx

explim
0   0xx  

per le proprietà delle equivalenze
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1)0exp(lim))1(exp(lim
00


 xxxx

o

Es:   0,lim
0







a
xsen

xexL
axx

xx

A. 0,1  aL
B. L non esiste per alcun a

C. L  se 
2
1
a , 0L se 

2
1
a

D. 1L  se 1a

0
011

0)(lim
1

1

lim
1

lglimlglim

1

0

2

0

)(

00

0
0

lg








 









x

x

x

x

xxx

eex

xx

H

xx

x
xxx

Il carattere del numeratore è determinato dal termine che tende a 0 più lentamente

xy

yysen



)(

)0(
)0(




x
y

  xxsen    )0( x
2yx      )(2 ysenysenysen 

)(
2

1 2
2

xoxxe x     )1( a

Sviluppo fino al second’ordine perché c’è un altro termine ax  che tende a 1 per 0x  che si sem-
plifica con xe .

)(1 xoxe x   1a  perché ax  non potrebbe più essere semplificato con xe .
xxy lg    )0( x

)(1 yoye y    )0( y
)lg(lg1lg xxoxxex xxx    )0( x

)()lg(lg)(1)lg(lg1 xoxxoxxxxxxoxxxoxxxex aaaxx 
per 1a  dobbiamo stabilire chi va a 0 più lentamente.

)lg(

)(lg
?

?

xxox

xoxx

a

a




   

)0(
)0(




x
x




















 

)lg(;1
)lg()lg(;0
0);lg(;10

)lg(lim)lg(lim
1

111

00

xxa
xxxa

xxa
xx

x
xx

a

a

xax



UniversiBO – https://www.universibo.unibo.it – http://spiff1281.altervista.org 



   

     1,0,lg

1,0
)lg(

lim0
)(

1lim)(lim

10,0,)lg(

0,0)lg(lim

0

0

00















 

axxxox

a
xx

x
xf

xf

axxoxx

xx

a

a

xxxxx

a

x


per 1a  il termine che va a 0 più lentamente è      )(lglg xoxxoxxxx a 

   )()(lg
)(

)()lg(

a

a

a

xoxoxxo
xox

xoxx







)( axo = operatori che vanno a 0 più rapidamente di ax
1a    N )0(,)(  xxxox aaa
























 

1
2
1,0

2
1,1

2
10,

limlim 2
1

00

a

a

a

x
x

xL
a

x

a

x

se 1a
      

  
  

     
   )lg(lg)lg(

lg)(lg
lg

lg
0),(lglg

xxxxoxx
xxoxoxxo

xxox
xxox

xxoxxoxxxxxex
a

aaxx







 
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se 1a

))lg(()(
)0(),lg()()lg(()lg(

xxoxo
xxxxoxxoxxxxxex axx


 

)lg(xx è il termine dominante del nostro limite.
se 1a
























 

2
1

,0

2
1

,1

2
1

0,

0)lg(lim)lg(lim)lg(lim 2
1

000

a

a

a

L

xxxx
x
xxL

xxx

La risposta esatta è la C.

Esercizio:    





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a

Quindi il nostro limite sarà:
0a 0
0a 01    0I
0a 00   0I

Noi studiamo solo la forma indeterminata perché conosciamo già le altre quantità.
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I  La risposta esatta è la B.

Esercizio: 2
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Applichiamo Taylor per risolvere l’indeterminazione.

))lg(()lg(1
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)lg( yyoyyey
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Essendo sviluppi disomogenei ci fermiamo al prim’ordine.
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Chi tende a 0 più lentamente?
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Cioè il denominatore tende a 42 2  , quindi guardiamo solo lo sviluppo del seno e del seno iperbo-
lico per stabilire il valore della somma.
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